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01 giugno 2017, es.1) Programmazione lineare
Discutere il seguente problema di Programmazione lineare: trovare il massimo di 
p(x1, x2, x3, x4, x5) = x1 + 7 x2 + 2 x3 + x4 + 8 x5 con i vincoli xk ≥ 0 (1 ≤ k ≤ 5) e A ·X = B essendo X il 
vettore (x1, x2, x3, x4, x5)T , B il vettore (6, 5, 6)T , A la matrice � � � � �� � � � �� � � � � .
Può essere utile osservare che, indicate con Ak (1 ≤ k ≤ 5) le colonne di A, risulta:
A2 = 3 A1 + A3 + A4 ; A5 = 2 A3 + A4 ; B = 2 A1 + A3 + A4 .
Soluzione.
Seguendo le indicazioni del testo scegliamo come prima base dello spazio A* generato dalle 
colonne di A, l’insieme B1 = {A1, A3, A4}; con questa scelta si ottiene la prima tabella del simplesso 
come segue:
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 3 0 0 0 2
xv2 = x3 cv2 = c3 = 2 0 1 1 0 2 1
xv3 = x4 cv3 = c4 = 1 0 1 0 1 1 1
0 -1 0 0 -3 4(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z5 - c5) (z)
Siccome z2 - c2 = -2 < 0 , z5 - c5 = -3 < 0  e le colonne 2 e 5 della tabella contengono termini positivi  
bisogna operare la “trasformazione pivotale” facendo entrare nella base il vettore A2 o il vettore A5 
al posto di uno di quelli presenti in B1 .  Scegliamo di fare entrare A5 perché z5 - c5 è il minore dei 
due valori negativi osservati per gli zj - cj (criterio comunque non vincolante; si sarebbe potuto fare 
entrare A2).
Il criterio di uscita impone di calcolare β2α2,5 = 12 ; β3α3,5 = 1; il minimo di questi due valori è β2α2,5 = 12 , 
quindi il vettore che esce da B1 è Av2 = A3 .  Con semplici calcoli si ottiene la nuova tabella del 
simplesso relativa alla base B2 = {A1, A5, A4} :
A1 A2 A3 A4 A5 B
xv1 = x1 cv1 = c1 = 1 1 3 0 0 0 2
xv2 = x5 cv2 = c5 = 8 0 12 12 0 1 12





2(z1 - c1) (z2 - c2) (z3 - c3) (z4 - c4) (z5 - c5) (z)
Siccome adesso tutti gli zj - cj sono ≥ 0 , l’algoritmo è terminato; la funzione obiettivo ha massimo 
nella regione ammissibile, il massimo vale z = 132  ed è assunto per (x1, x2, x3, x4, x5) = 2, 0, 0, 12 , 12 .
01 giugno 2017, es.2) Distribuzioni
Sia, per x ∈ ℝ, f (x) = ex - e , T = Tf la distribuzione associata a f.
a) Descrivere la distribuzione T ', derivata di T in  ' (ℝ).
b) Descrivere la distribuzione S = T '' - T '.
����������� ������� ��������������������������
Soluzione.
a) La funzione f è descritta da
�[�_] �=  ⅇ� - ⅇ � > �-ⅇ� + ⅇ � < �� ����[�[�]� {�� -�� ���}]







La derivata di f in senso classico è definita nei punti x ≠ 1 ed è
�[�_] �=  ⅇ� � > �-ⅇ� � < �� ����[��[�]� {�� -�� �}]





Poiché f è di classe C∞ in ℝ - {1} ed è continua in 1, la derivata di T è semplicemente la dis-
tribuzione Tf' associata alla funzione derivata di f, ossia per ogni funzione test φ ∈(ℝ), 〈T ', φ〉 = ∫-∞+∞ⅇx ·sgn(x - 1) ·φ(x)ⅆx .
b) La derivata seconda di f esiste in ℝ - {1}, e coincide con la derivata prima; ora però va tenuto 
conto del fatto che f ' ha in x = 1 una singolarità di prima specie con salto di ampiezza 2 e .  Allora la 
derivata seconda di T è la somma di Tf'' (uguale a Tf') e di 2 e ·δ(x - 1), ossia per ogni funzione test φ ∈(ℝ), 〈T '', φ〉 = ∫-∞+∞ⅇx ·sgn(x - 1) ·φ(x)ⅆx + 2 eφ(1) .  Infine, per quanto osservato, abbiamo 
S = T '' - T ' = 2 e ·δ(x - 1) .
01 giugno 2017, es.3) Il Teorema della media integrale
Il Teorema della media integrale afferma che: se f : [a, b]⟶ℝ è una funzione continua, allora 
esiste almeno un c ∈ [a, b] tale che ∫abf (x)ⅆx = (b - a) ·f (c) .
a) Mostrare un esempio in cui non è soddisfatta l'ipotesi di continuità di f e neppure la tesi del 
Teorema.
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b) Mostrare un esempio in cui non è soddisfatta l'ipotesi di continuità di f ma è invece soddisfatta 
la tesi del Teorema.
Soluzione.
Mostriamo una possibile soluzione; evidentemente si possono trovare infiniti altri esempi.
a) Sia f : [0, 2]⟶ℝ,
�[�_] �=  � � ≤ � < �� � ≤ � ≤ ��
����[�[�]� {�� �� �}� ����������� → ���������� ��������� → {���������[���]}]





Allora ∫02f (x)ⅆx = 2 , e un c soddisfacente la tesi del Teorema dovrebbe essere tale che f (c) = 1; non 
c'è invece alcun punto in [0, 2] nel quale f assume al valore 1.
b) Sia f : [0, 3]⟶ℝ,
�[�_] �= � � ≤ � < �� � ≤ � < �� � ≤ � ≤ ��
����[�[�]� {�� �� �}� ����������� → ���������� ��������� → {���������[����]}]





Allora ∫03f (x)ⅆx = 3 , e un c soddisfacente la tesi del Teorema dovrebbe essere tale che f (c) = 1; tutti 
i punti del dominio compresi tra 1 e 2 soddisfano questo requisito.
01 giugno 2017, es.4) Una disuguaglianza.




Per x ≥ 1 la disuguaglianza è ovvia, essendo -ln x ≤ 0 , e 1
x
> 0 .  Per x ∈] 0, 1] sia f (x) = ln x + 1
x
.  




 è ≤ 0 per ogni x ∈] 0, 14  , > 0 per ogni x ∈] 14 , 1; quindi f assume il minimo in 






� {�� ���� �}� ��������� → {-���� �}







01 giugno 2017, es.5) Verifica di un limite.
Servendosi eventualmente del risultato dell’esercizio 4, verificare mediante la definizione di limite 
che: limx→0 x ln x = 0 .
Soluzione.
Si deve verificare che ∀ ε > 0∃ δ > 0 , ∀ x (0 < x < δ⇒ -ε < x ln x < ε).
Poiché non è restrittivo limitarsi a considerare gli x ∈] 0, 1[ , la disuguaglianza x ln x < ε è ovvia 
perché x ln x < 0 in ] 0, 1[ ; rimane da analizzare la disuguaglianza x ln x > -ε , ossia  x · (-ln x) < ε ; la 
disuguaglianza scritta in questo modo mostra al primo membro due fattori entrambi positivi.
Nell’esercizio 4 si è provato che per ogni x > 0 , quindi in particolare per x ∈] 0, 1[ , è -ln x < 1
x
.  
Allora per tali x è: x · (-ln x) < x · 1
x
= x .  Perciò la disuguaglianza x · (-ln x) < ε è certamente 
soddisfatta se x < ε , cioè se x < ε2 ; la verifica è quindi realizzata, con δ = ε2.
01 giugno 2017, es.6) Ripartizione di investimenti.
Larry ha 10 M$ (milioni di dollari) da investire per un anno, e ha in mente due prodotti finanziari A 
e B.  Il primo (A) rimborserà ra un anno il 115% del capitale investito, se si verificherà un evento 
E la cui probabilità è stimata 0.9; se E non si verificherà, verrà restituito soltanto il 90% del capi-
tale, sempre tra un anno.  Invece B rimborserà certamente, tra un anno, il 105% del capitale 
investito.  Larry può ripartire l'investimento ponendo t M$ in A e i rimanenti (10 - t) M$ in B.
a) Stabilire la migliore scelta di t, se il criterio è la massima utilità attesa del capitale che Larry 
riceverà tra un anno, adottando come funzione utilità u(x) = 1 - ⅇ-x, con x espresso in M$.
b) Stessa domanda, con la clausola che t deve essere un numero intero.  Spiegare bene la 
motivazione della risposta.
Soluzione.
a) Se Larry investe t M$ in A e 10 - t M$ in B, egli riceverà tra un anno i seguenti importi, secondo 
che E sia sia verificato oppure no:




e complessivamente X(t) =
se si verifica E(probabilità 0.9)
1.15 t
1.05 · (10 - t)
10.5 + 0.1 t
se non si verifica E(probabilità 0.1)
0.9 t
1.05 · (10 - t)
10.5 - 0.15 t
L' utilità attesa vale quindi f (t) = E(u(X(t))) = 0.9 u(10.5 + 0.1 t) + 0.1 u(10.5 - 0.15 t)
�[�_] �= � - ⅇ-�� �[�_] �= ��� * �[���� + ��� �] + ��� * �[���� - ���� �]�
�����[������[�[�]]]
��- ��� ⅇ-����-��� � - ��� ⅇ-����+���� �
che possiamo anche scrivere:
f (x) = 1 - 110 ⅇ-10.5 ·9 ⅇ-0.1 t - ⅇ0.15 t
La derivata di f è
f ' (x) = - 110 ⅇ-10.5 ·-0.9 ⅇ-0.1 t + 0.15 ⅇ0.15 t = - 110 ⅇ-10.5-0.1 t ·-0.9 + 0.15 ⅇ0.25 t
Questa è positiva se ⅇ0.25 t < 0.90.15 = 6 , cioè se 0.25 t < ln 6 , y < 4 ln 6 ≈ 7.167
Quest'ultimo è il valore di t che rende massima l'utilità attesa.
b) Se ora t deve assumere valori interi, la scelta da assumere sarà t = 7 oppure t = 8 , secondo quale 
dei due dà il valore più grande di f (x).
�����[{�[��]� �[��]}]{�������� �������}
Sorge un problema di calcolo: f (7) e f (8) sono entrambi molto vicini a 1, e il loro confronto non è 
subito chiaro.  Conviene, con la calcolatrice, valutare la differenza f (7) - f (8) , eliminando in questo 
modo la presenza dell'addendo 1 dell'espressione di f.
�����[{�[��] - �[��]}] ������� × ��-�
Ora è evidente che la scelta ottimale è t = 7.
����[�[�]� {�� �� �}]






Osservazione.  t = 7 è anche l'arrotondamento all'intero più vicino a 7.167; tuttavia non è questo il 
motivo della scelta di 7 e non di 8.  Infatti f è crescente a sinistra di 7.167 ed è decrescente a destra, 
quindi f (7) e f (8) sono certamente entrambi minori di f (7, 167) ; tuttavia non è lecito affermare che 
f (7) > f (8) giustificando ciò con il fatto che 7 è più vicino di 8 al punto di massimo di f. 
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